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 В работе найдена группа непрерывных преобразований, допускаемая 
уравнениями, и построено новое точное решение, описывающее сжатие 
пластического слоя жесткими плитами, которые сближаются с постоянным 
ускорением. 
1. Рассмотрим уравнения, описывающие  плоское напряженное состояние в случае 






























































Здесь λ - некоторая положительная функция; ϕ - угол между первым главным 
направлением тензорного напряжения и осью Ox; ω - угол связан со значением 
среднего давления ( ),
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ω = ; k - постоянная пластичности; 
vu,  – компоненты вектора скорости, все функции зависят от tyx ,, .  
Найдем точечные симметрии систем (1)-(5) используя методику Ли [1]. 




ωϕλ ηηηηηξξξ ∂+∂+∂+∂+∂+∂+∂+∂= vuyxtX  (6) 
 
где 7654321 ,,,,,, ηηηηξξξ - искомые функции ωϕλ ,,,,,,, vuyxt . 
Действуем первым продолжением оператора X  на систему уравнений (1)-(5) и 
переходим на многообразие, задаваемое этими уравнениями: 






































,2sinsin62coscos3sin32cossin3cos3 4553312 ϕηωλϕηωλωηλϕωηωηζ kkkkk −+−+=  
,2sinsin62coscos3sin32cossin3cos3 4553323 ϕηωλϕηωλωηλϕωηωηζ kkkkk +−−−=  
.2cossin122sincos62sinsin6 2245313 ζϕηωλϕηωλϕηωζ −++= kkk  
 
Расщепляя уравнения (8) по переменным yxtiv iiix ,,,,,, =ωϕλ  получим определяющие 
уравнения. Решая эти дифференциальные уравнения, получим 
 
( ) ,3211 ataa ++=ξ  ,5422 ayaxa +−=ξ  ,6243 ayaxa ++=ξ  (9) 
,8741
1 ayavaua +−−=η  ,97142 axavaua +++=η ( ) ,213 λη aa −=  ,44 a=η ,05 =η  
 
где 9,1, =iai - постоянные. Выпишем базис алгебры Ли L9, порождающей группу 
непрерывных преобразований, которая допускается системой уравнений (1)-(5): 
 
,1 ϕ∂+∂+∂−∂+∂−= vuyx uvxyX ,2 λλ∂−∂+∂+∂= yxt yxtX ,3 λλ∂+∂+∂+∂= vut vutX  (10) 
,4 vu xyX ∂+∂−=  ,5 yX ∂= ,6 xX ∂=  ,7 vX ∂=  ,8 uX ∂=  .9 tX ∂=  
 
Каждому оператору (10) соответствует однопараметрическая подгруппа. Найдем их 
 
:1X ;,sincos,sincos,sincos aavauuaxayyayaxx +=′−=′+=′−=′ ϕϕ  
:2X ;,,,
aaaa eyeyxextet −=′=′=′=′ λλ
 
:3X ;,,,
aaaa evevueutet λλ =′=′=′=′
 
:4X ;, xavvyauu +=′−=′    :5X ;ayy +=′  :6X ;axx +=′  :7X
;avv +=′
    
:8X ;auu +=′  :9X .att +=′  
(11) 
 
Здесь указаны только переменные, которые преобразуются данными 
преобразованиями. 
Таблица коммутаторов алгебры Ли L9 имеет вид: 
Таблица 1 
 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 
X1 0 0 0 0 X6 -X5 X8 -X7 0 
X2 0 0 0 X4 -X5 -X6 0 0 -X9 
X3 0 0 0 -X4 0 0 -X7 -X8 -X9 
X4 0 -X4 X4 0 X5 -X6 0 0 0 
X5 -X6 X5 0 -X5 0 0 0 0 0 
X6 X5 X6 0 X6 0 0 0 0 0 
X7 -X8 0 X7 0 0 0 0 0 0 
X8 X7 0 X8 0 0 0 0 0 0 
X9 0 X9 X9 0 0 0 0 0 0 
 
Согласно [1] построим внутренние автоморфизмы: 
:11 AX → ,22 XX =′ ,33 XX =′ ,44 XX =′ ,sincos 16155 aXaXX +=′ ,99 XX =′
,sincos 15166 aXaXX −=′ ,sincos 18177 aXaXX +=′ ;sincos 17188 aXaXX −=′   
(12) 






eXX −=′ ,77 XX =′
,88 XX =′  ;299
a
eXX −=′  
:33 AX → ,11 XX =′ ,22 XX =′ ,344
a









eXX −=′  





,77 XX =′ ,88 XX =′ ;99 XX =′  
:55 AX → ,6511 XaXX −=′ ,5522 XaXX +=′ ,33 XX =′ ,66 XX =′ ,5544 XaXX −=′  
 
,77 XX =′ ,88 XX =′ ;99 XX =′  
:66 AX → ,5611 XaXX +=′ ,6622 XaXX +=′ ,33 XX =′ ,55 XX =′ ,6644 XaXX +=′
,77 XX =′ ,88 XX =′  ;99 XX =′  
:77 AX → ,8711 XaXX −=′ ,22 XX =′ ,7733 XaXX +=′ ,55 XX =′ ,66 XX =′ ,77 XX =′  
 
,88 XX =′ ;99 XX =′  
:88 AX → ,7811 XaXX +=′ ,22 XX =′ ,8833 XaXX −=′ ,55 XX =′ ,66 XX =′ ,77 XX =′  
 
,88 XX =′ ;99 XX =′  
:99 AX → ,11 XX =′ ,9922 XaXX +=′ ,33 XX =′ ,44 XX =′ ,55 XX =′ ,66 XX =′ ,77 XX =′
;88 XX =′  
 
С помощью внутренних автоморфизмов построены все неподобные подалгебры 
алгебры (10), которые позволяют построить все различные инвариантные решения 
системы (1)-(5). Приведем пример одного такого решения. 
























































Здесь xσ , yσ , τ - компоненты тензора напряжений, k , vu, , λ  – определены выше.  
Уравнения (13) – суть условия равновесия, (14) – суть условия пластичности, (15) – 
закон течения.   
Уравнения (13)-(15) также допускают оператор 
 
.3 λλ∂+∂+∂+∂= vut vutX   
 
Поэтому инвариантное решение уравнений (13)-(15) ищем в виде: 
 
( )yxtuu ,= , ( )yxtvv ,= , ( )yxt ,λλ = . 
 
Решения такого вида можно использовать для описания движений с постоянным 
ускорением. В этой работе мы ограничимся решениями вида 
 ( )ytuu = , ( )ytvv = . 
 
 



















u  (16) 
 
Компоненты тензора напряжений в этом случае равны 
 
,sin,sin2,cos θσθσθτ kkk xy ===  (17) 
 




























,θE - эллиптический интеграл второго рода, c  - произвольная постоянная. 
Подробности построения данного решения представлены в [2]. 






























pipi EyEy  тогда ( ) ( ) ,2,
2
2
11 kyky y == στ ( ) ,5
5












1222 ckyvckyukyky y =−=−=−= στ  
(19) 
 
Это означает, что верхняя шероховатая жесткая плита, заданная уравнением 1yy = , 
движется вниз и вправо с постоянными ускорениями. На плите задано постоянное 
нормальное и касательные напряжения. Вторая плита, ее уравнение 2yy = , движется 
вверх и влево с постоянными ускорениями. На этой плите также заданы нормальное и 
касательное напряжения. 
Замечание. Подобные решения можно построить и для описания сжатия трубы, стенки 
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